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- functies.

n re€le functie van een re&le variabele heet in een punt P,

spectievelijk een inverval I, van de klasse van differentieer-

arheid § (is een ¢%~functie) indien

) voor &=0,1,.,. <oo¢ de «-de afgeleide functie bestaat en con-
tinu 1s in P resp, I

) voor o= : alle afgeleiden bestaan in P resp. I

) vo@r =@y indien de funetie analytisch is in een omgeving van
P resp,I,

emen we 1 < a «w, I natuurlijk getal, dan 1s indlen « <45 elke
3 . o4
-functie tevens ¢ .

functie x - [xer| is ¢ en niet ¢ voor x=r.

Jn C4slosens de afgetelde rationale getallen tussen 0 en 1, dan

N

o0
qb(x) = 2% +'E:k=1 oK lX—Pkl s 0 ¢x ¢1

n functie die ¢© en niet ¢ is in die rationale getallen. ¢ (x)
toenemend,

fini8ren we ¢k(x) inductief door

X
¢HH4(X) = f Vm(x)dx, my O geheel,
¢

n is ¢k(x) Ck en niet ¢ in ce rationale getallen r,.
funetie f: X -~ O voor x ¢0 ~T(x)
1
X - e voor x>0 . PN

o wr
Cc% en niet C voor x=0.

-
ﬁv(x) = X +§z;k=1 2"kf(x-rk) s 0<x <1 ,
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is ¢ (de som convergeert gelijkmatig) en nergens cw.
Stel @mj(x) was C* in een punt, dus in een omgeving die dan ook
een rationaal puntrbavat.,Dan had ¢ (%) in r alle afgeleiden

gemeen nmet
-k
o fx-
X+Zr‘k<r‘ 277 £(x-r)

en was dus 1in een omgeving van r hieraan gelijk., Voor geen 8 »>r
wordt ¢ (%) echter door deze formule gegeven.
Wenst men analoge functies voor -o < % <oo , dan neme men

14 . .
Vi (%) = ¢, (g oebe x + ) in plaats van ¢ (x),

&
2, C-n-varietelt X.

Ten locale redle functie op een topologische (Hausdorf) ruimte X
is een paar bestaande ult een omgeving U ¢ X en een afbeelding

£ :0U EQ-R. Een Cu—n—varieteit, d.1. een n-dimensionale varieteit
van de klasse van differentiecrbaarheid o , is een topologische
ruimte X met een aftelbare dekkende deelverzameling in elke dek-
kende verzameling omgevingen ("aftelbare basis"), met een verza-
meling K van lokale re€le functiles, de Cd-funoties op X geheten,
en met de volgende eigenschappen,

1, Is VcU (omgevingen), (U,f)¢ K, dan (V,f|V) €K.

- . X
2. Is (U,Ii)é.K i=1,...r, g(xq,..,xr)e,c voor xiefi(U), dan

{U,g(fq,..,fp)} £ K.

3. Is p €X, dan bestaan U 3p, (U,xi)e.K, i=1,...n, z6 dat

n . i
(Xﬂ""xn) : U~ R een homeomorfie-in 1is en

4, (U,f) & K dan en alleen dan wanneer

o
f:g(xq,..,xh) g el

see X ):U —»R"” heet een stelsel codrdinaten.

Het stel functies (xq .

Stelling: Zijn (U;xq,...xn) en (U;yq,...yn) coordinatenstelsels
vVOoOor een Cd-varieteit « >0, dan 1s

(V4500 9p) o

n

a(xq,...x
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Bewijs: Volgens de definlties is Yy een ¢ % _functie in x X

,\lyobon
en %, idem in y_,...y,. Dus is (en bestaan)

D(y Joovy) ?’\(y ’-.»y) D(X .,.X)

(V5000 9,) o(xqseexy) (ygseeyy)

en het gestelde volgt.

Men geeft een Ca-n—varieteit meestal door een stel locale C°-func-
ties (voortbrengenden van de CC%—structuur) of stelsels coordina-
ten, . waaruit alle ¢*-functies en coordinatenstelsels kunnen
wordcen afgeledid,

Voorbeelden,

3%

' . . n .
1. C -varietelt op R': Voortbrengende functies x X

1
,]30.- no
2. Cﬂ—ﬂ-varieteit. Punten: - co <X < e, Voortbrengende functie: x

andere C”-1-varieteit. Idem . ! " " : V&(XJ.
Zie §1, <</,

N.B. De twee Cﬁmﬂ—varieteiten op dezelfde puntverzameling zin
niet identiek, wel 'Bquivalent": ze kunnen niet door "inwendige"
cigenschappen worden onderscheliden,

2 2 .
+z“=1, Voortbrengende functies x,y en z.

3, c“-p-sfeer x2+y
Cobrdinatenstelscls: (x,y) voor z >0 ¢n voor z < (0; cyclisch
Xﬁyﬂz'

Y. Torus (x,y,z) = {(a+b cos ¢ Jcos ¥ , (a+b cos ¢)siny, b siny&.
Voortbrengende functies x,y,2.

2

o~

Coordinatenstelsels met functies ¢,V : (ki -tcy<km +w+e O <« & < &
1T - & <cyrele +mt €

(k,1) = (0,0),(1,0),(0,1),(1,1).

3. C“iafbeelding f:X —Y, Vectoren,

Z2ijn X en Y verzamelingen, dan 1s een afbeelding van X in Y een
verzameling paren (x,y) met x eX en ye¥Y, z6 dat elke x ¢X precies
één keer als cerste in een paar voorkomt. y heet het beeld van Xx.
Is V cen deelverzameling van X dan is fV de verzameling van alle
X met x €V, fV heet het beeld van V; FX ¢Y heet beeld van £,



DM 4

Een afbeelding f:X —Y geeft op notuurlijke wijze ecen afbeelding
van de deelverzamelingen van X op deelverzamelingen in Y.

Is voorts ¢ een globale rctle functie op Y, ¢ :¥Y— R, dan 1s
@f:4 - R een globale reéle functie op X. Is (W, @) ecn reéle
functie gedefinieerd op cen deelverzameling WcVY, dan is

(f"“w, ¢f) een reéle functie gedclinicerd op de deelverzameling
£y,

Een afbeelding £:X -—— VY geeft op natuurlijke wijze een afbeelding
£ van dc functics op Y (globaal resp. op deelverzameling) op
functies op X (globaal rcsp. op deelverzameling)

e

£ §”~"”§0f .

£* beeldt ook stelsels functies op Y af op stelsels functies op X.

Aan sommige stelsels functies kent men daarom het biljvoegelijke
naamwoord covariant toe (daarmee aangevend een gedrag analoog aan
dat van functies),

Sommige stelsels deelverzamelingen heten om dezelfde reden contra -

variant (gedrag bij afbeeldingen mnet tegengesteld aan het gedrag

der functies),

.. . & . . , .

Zijn X en Y C -varieteiten, dan heet cen afbeelding f:X— Y een
3 i o RN LK . .

C -alfbeelding, indien £  de locale C -functies op Y, afbeeldt in

. o, . . :
de verzameling der locale C ~functiles op X. Zijn b.v, yq,.o.y

n

o
ﬁyq)j...fxxyn), WARPVOOr We

locale coordinaten op Y, dan mozsten f

kort schrijven Vaseee¥y functies op ¥ zijn die in locale coordina -
o .

ten KyseeeXy uiltgedrukt (gewone) C -functies zijn

V. = yi(x,l, . .Xm.) °

Daarmec sluiten we aan bij de clementaire locale definitie van
X .
cen C -afbeelding.

L3 ) - ,‘U) o
Beschouw de puntverzoameling R moet de C -structuur bepaald door de
regle functie: de identieke afboeldlng t=t. Een ¢ -afbeelding k

van 0 ¢t ¢1 in de C° -m-varieteit X hcet cen geparamctriseerde e

kromme, Hij wordt in locale coordinaten locaal gegeven door
. « \ , .
xizxi(t), i=1, .. .0, xi(t) cen C -Tunctie. Kort x=x(t) €R .

Het beeld van t=0 heet beginpunt; x(0)= {x,(0),...x _(0)}.
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oL e ¢ 7 e :

Twee C -functics P en yop UcX heten in het punt p el Cﬁwequi~
I 3 Ry ’6 ’ -

valent, /8 £, indicn voor elke C/° -kromme k:0 £t £1 —> X met be-

73 . /3
ginpunt p geldt d e (gk) = ¢ (k)
ag

of korter genoteerd =
dt/e C

°

1
7~
aly  aly
£ /3

Deze relatic is indcrdaad cen equivalentie (@~ @, @~ Y = ¥~y P~Y
&n ¥~ )Y=¢¥~Y)., Ecn ecquivalcentie klasse heet een G -de orde omge-
z}gg_in p van een functie. Dc equivalenticklasse van ¢ wordt aan-
gegeven met d/sw en heet ook ,B3-de differentiasal van #.
Voor ,3=-1 heet het ook ecen difTerentiaal of ook een covarlante
vector, QfLiegl heet de waarde van dﬁﬂw op d¢ geparametriseerde

at

kromme k. b
Stellings dﬁy7=d/%ﬁ &> alle particle p-de afgelelden naar de
coordinaten gelijk voor 0 < p £/,

Voor het eendimensionale geval is b.v., X een coordinaat. Is nu
2 2 . . 2
4@ =d“ v, dan is voor de kromme ¥= «t+ st
2

d ([) k] [d‘;ﬂ ; -y 4
= e T (rx +ed b)} =
" J‘g{(,(x P
- d "'7 (m’+2/3t)c + g-}-? . 2/
dxﬁ
2 R
en voor t=0 o<g~é£ ropdE
ax“- ax

2 2
7 I N
pus S 4 2 8f ca 8w 208Y voor elke o,/

3 ~ : 5
dx ax ax”
3 z 2
gy dwv aw dvy
ax — dx ° d”2 T a<”
ey

Vormen KqseeeX, Cen coordinatenstelsel in een omgeving van p, dan
is in p(t=0)

d _‘§,n1 3¢ X
T = Loy “‘"ﬁax SE
i

Kicst men o, = 2 (t=0) dieaRj dan bligkt

=M
¢ = d(Z 4 ¢ *3)
d¢  —m X .

i . .
TE = 2 41 di CE voor elke kromme met beginpunt p.



De differcentinlon d@ in Cimeraionale vec-

orruimte

veouvor

coordinate:

: , ‘ . —~— s
Zign contravoriant, Do dlif-

ulering van de volgende bveweringen,

~

e e o Ry , . =
ng Uovan coen O -Kromme 18 een G-

c@ﬁ/ﬂﬂﬁﬁ diffzrentinol geelt een

(=8

4 .

LE U van een O -m-vari€telt X (voor-

mensionale vectorruimte T . Een

van een coordinatenstelsel (U;XWSQ..XI) dat zign dxq,,ﬂ.dx . De

L m : ,
retnller o -13.,#xm in d¥=%"7  &.dx, heten de coordinaten van d¥f

VAT

dien voor

1L

R, - e 1 1 -
orde Wiem varn de

mE " o . . . ~ ' #
N 1 op deze wijze kan ¢llke linenire functie on T

ULt precias

‘ b S TP o - ~ - -] . . R £ M
crocontravariante vector verkre worden, De contravaviante

vectoren in o vormen dus

duale vectorruimte van TF, die we zan-

duiden met T, De coordinanten van de contravoriante vector die

geven wordt door een kromme kK:t - X, t.o.v. (U;Xq,...xm) worden
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)

Finstein -

in I .) ain

l

ceelding fol-> 7

varinsnte afbeeldin

travoriante albeelding

de punten

Tp) in T

homcmorf{ismen van

homomorfis

Geldt

lrmeraie

Tic on oeen

¥

*
mr o m
L x4 AL s

vartoren L,o,v,

cen dus een
de tensor

} - S o e
Stelling. De covariante vectoren op een ¢ -ruimte X vormen een
g

C -ruimte (co-1=c2; w0 =1=w ),
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Dit volgt direct ult de transformaticlormules voor coordinaten
Kosgee X 504 500X en (3 A >R § :
( 17 m? 17 m) (Jﬂ’ An’/ﬁﬂ’ /qm)

oA .
yj = yj(xq,-.-xm) ¢ -functlies voor J=1,...m
en formule (3.1) met
vy
Ko
Si%' C \~functies voor i,j=1,...m .,
1

De rulmte der covariante-vectoren op X 1s een vezelruimte met basis
% en met vezels Tﬂ(p),pe X en de linealre groep als groep. Een
dwarssnee daarin die een €7 -deelvarieteit is en geen contravector
met erige vezel gemeen heeflt, heet cen CJ6~differentiaalvorm of
covectyrveld. Ulteraard is B o -1,

Het analoze kan men doen veor anderce soorten tensoren, Een
veld van tensoren die in elk punt antisymmetrische multilineaire
functies op TxTx ...x T (r fa mercn) zijn heet ecen r-differentliaal-
vorm of r-vorm. Zijn in een punt van de Cx—m-vafiéteit S A

i
e MO p PET definitie

r

-differentialen dan is het uitproduct h>qA
de antilsymmetrische multilineaire [functic in t

é% de {h> t }.

A ees nbo . @ntisymmetrisch is in zign uitfactoren

1,...tre T gegeven

door

Merk op dat‘.o,1

DLjv.,w '\“>;F~qu ©, en Q%}ALO ==y L =0, De m-vormen in een

‘1 1 i ] 1
Dunt van X vormen een J-dimensionale vectorrulmte, Twee m-vormen
#C en @ %u tten orientatie-equivalent in een omgeving van X in-
dien @ = ? }{> 0. Fen equivalentieklaszse heet {ook globaal even-
tueel) een oriertatie op ¥%. Zijn PP . lokale coordinaten dan
B e — “
ebben dx_ A ...~ndx en dx A dx, A dx.,...dx_ ftegengestelde orlenta-
1 m 2 1 ) m
tie,
Wiy zullen in het bizonder ook te maken krijgen met tensoren die

in elk punt van X symmetrische pllinesire functies op Tx T zijn.

2

. > e . . LB
Probleem, Elke J -vari®teit bepaalt op natuurlijke wijze een C’ -
3 s B 5 . a o 3 2 e
variételt voor]Bg;a, Kan ecen Cﬁ~vaf1éte1t altiyd zo ult een C -
vari€telt verkregen worden?

U, Differentizalmeetkunde in euclidische ruimten.

' Een euclidische vectorrulmte E 1 een re&le vectorruimte, waarvan

gwe de vectoren door p,d,... voorstecllen, met een positief definiete
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kwadratische functie, voo steld door pp,p €E, welke eenduidig
een symmetrische bilineuire functie pa=av, genacamd inproduct, be-
panlt., De vectoren 1in [ correspondercrn 1-1 met punten van een
euclidische ruimte met afstand tussen p en q goelijk aan V(p~q)2,
of in uitverkoren coordinaten yqj...yu

I I}

Vizi_ v - v} 2

w

De coordinaten tepalen een U ~N-structuur in E.

y,], - .‘yN

De definitie van'ﬂ>~dc orde dlffcrentinal van ¢en C/bmfunc—
tie op X kon ook toegevast worden indien men als [unctilewaarde
elementen van een refle vectorruimte zoals E neemt. Zo een [unc-
tie zal daarbl Cj% heten indicn de somenstelling van deze [func-
tie X —= E wn clka(jﬁ ~-functic ¥ —e I een refle C/$»functie Lws R
is,

Schrijven we p voor de ildentieke afbeelding van & op & of
van een C -deelvarieteit van I in E, dan is dp zo ecn differen-
tia=ml, die voor de contravarionte vector gegeven door de kromme
t—» i In het betreffernde punt ols wwardo de voector %% aanneemt,

Zijn KgsoeoX coordinaten op een ¢“-deelvarietcit X in E dan is

d D o=

Ten bagis voor de waarden van dn op L wordt dugs gevormd door de
D p .
m vectoren 0} s d=d,...m,

ry

D

Het inproduct dp dp = (¢0)7 is in ¢l nunt cen kwadratische nosi-

tict defliniete functilc oo de vectorvruimbe dor contravarionte vec-

5

toren aldaar, Ultgeschreven Jo de coordinaten X,,...x  voor X 1is
- } it

his

D - B A 30
A ) Sl SRS TUE o D ooae
(dp)” = (Z T Y f) 3% YR Y e
i - N -

(Ap)~ heiet het boopelement io L. De lengte van cen C‘~Aﬁbn10

=0 wordt hicrmec gedefinlcerd door de formule

Opgevat als functie van t4 _heet het een booglengte langs de krommd,
ey : _

Men schriljft ook ds= V(dp)g, ds?=(dp)2.
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De definitie van lengte is zd dat de afstand van twee punten in

E gelijgk is zan de lengte van het rechte verbindingslijnstuk.

Definitie: fen O -varieteit met cen C°¢'q—tensorvcldﬁin elk punt
symmetrische functie op Tx T, die een positief deliniete kwadra-
tische functie dsg op de contravariante vectoren (1) bup»alt
heet een C%° -Riemannse ruimte (o= 1). De lengte van een ¢ -
Kromme isdﬁ ds,

Probleem: Op wellke CG{~varieteiten bestaat een ¢ =R

- P P W
ruimte (men zegt ook metriek) zie 3 5.
Uit het bovenstaande volgt dircct dat elke (  -deelvarietelt van

53 \ . . , 2 s ,
E ecen €7 -Riemennse ruimte 18 met de“=dp dp. Zijn X en ¥ ¢ =
N & &L
Hlem=2unse ruilmten met metriek GSK[ en dmv’ en bestaat een C -
‘ 2 )
inbedding-op, f:X{ s Y, zd dat het covariante beeld van <sy“ Juls

(] P

o

’X

Lsometrisch,
[~
Prohleem: Wonneer bestaat ecn C ~isometrische inbedding van cen

- . N . . .
¢™-Riemannse m-rulmte in E9 Wiy zullen later misschien dit pro-
Lleem aanroeren.

- ; R

e formules von Frenet in I,

Stel s — p(s) € B iz ecn ¢ -kromme met de booglengte s als

. d ) P ‘ . 4
parameter, Stel do vectorsn »-L“ﬁ =1,2,3 zlin onafnankelijk,
1w

. O] N -
Kies (voor elk punt p(s)) een bagis van onderling loodrechte een-

heldsyectore 5 Pysenby 76 dat hl i<k, dezelfde ruimte opspannen
d7p - .
als ;, w::k, voor k=1,2,3 ¢n zd dat bi rontinue functle van o

Wegens b.b . = constant volpt

8! . 1 ) j
] Do I e ~ ) . = ()
as (ka}) 13 b1 ' bl o

en danrmee volegt het bestaan ﬁW)/A,;/Q /O met

dp 1
ds = Lﬂ Ts — 4p1b2

ab .-
T = LA P
ab.

-ar?;—':— =z /J,jb ‘5"/[7 n))b”

dblg.
-/ 3Py

J3 heet i-de kromming van de kromme,

g
(@R

2. , A s . ,
ds ig, dan heet [ cen ¢ ~lsometrische inbedding en X en Y heten

o]

[

18,
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an
Men kan bewijzen dat wanneer de C "fUﬂftleo /?1 g(s)/oq(s)
“ -

gegeven zljn dat dan een Kromme 1in E bestaat waarvoor de krommin-
gen gulst deze functiles van de hooglengte zijn. Is‘pq(s)zo dan
. - b)

ligt de kromme in een E).

)
{D

) n
Stelling [4.1] p(s) zi) een kromme in F = met kpommingenjnq¢u
/30¥Q enJﬂ%. De J-varietelt met parametervoorstelling
[l

a(s,u,v) = p+ub_ +vb. , v=>0
| o

is lokaal isometrisch mct B-, ("Ontwilkkelbaar"; Analoog in andere
dimensies).

1du+u db,ﬁb:3 dv4v db .....

b, (u J: ds +dv ) +b, (quds).

Merk op, dat de waarden van dg vocr een constante waarde van s, €en

Bewijs: da=dp+b hq(dsmypqu+du)+

driedimensionale deelruimte opspannen ("constant raak- Fj”)

& : 2 2 2
dg)” = -V ds du + Y, ds+d ~d .
(da) {(1 leq)Ja + u} ; (uf\q AV ) v[> s)
Deze ultdrukking is voor v£0 een positief deliniete kwadratische
0

functile in ds, du en dv met co&fficienten die nlleen van en

P
pQ en niet vanj)z afhangen, Men zou dus hetzelide wevonden hebben
voor een Kromme me+ krommingen /Dq(s),jbg(s) en O, In dit geval
ligt de krommr in F en s, uen v zijn lokale coordinaten voor een
deel van E’. Hierult volgt het gestelde.

N.B, dor FJP g) continu over te laten gaon in de functic O kan men
zelfs de gegeven variételt continu verbuigen tot hij vlak is.

Het beeld van een cirkel onder cer Cu*inbcﬂding heet een gesloten

ot
C7 ~kromme.,

p=p(8) zij een vlakke gesloten U -kromme met bOOFlChgtt 5. Dan is

a | ﬁp? . dpyE a“p .
0 = ‘(ﬁ :fl’"é" { 9 E‘T:'."J s = (avs) as o+ 9] ’{*3-—-7-' Of

iDus '

Stelling [4.27 ?}3(-@ bq)ds = omtrek vlakke gesloten Cgukromme,
 HiePin is lpb%j de afstand van (vector) 0O tot de raaklijn in het
punt s, en_[)de kromming in s,

N.B. Is O een punt waardoor geen enkele of hoogstens één raaklijn
‘ﬂaan de gesloten Cg—kromme gaat, dan isjﬁ?}ﬂ. fpbq}ds = omtrek.
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Is O een punt niet op de kromme, waardoor wel ranklijnen gaan, dan

is
¢ U#. }pbﬂl ds omt rek

(verg. Hsiung, C.C. Some intecgrnl formulas for closed hypersur-
faces., Math.Scandinavicn 2 (1954), 286-204),

o _ e B
{rommen op cen C -(N=-1)-deelvarifteit van o

. : " . | C o
Stel p variabel in de C° =(N-1)-variéteit XCE . De differen-

tiaal dp neemt dan waarden in een punt van X zan die vectoren van
cen N-1-dimensionale vectorrulmte zijn., Stel n ig een eenhclids-
vector (normazl) in 2 1oodreeht daarop, en continu vari&rend met
p. Dan is het in-product dp.n=0, en nu velgt de belangrijke formule
van Meusniler

[M ;] i dp.n) = d@%p.n + dp.dn = O (4 is gewone differentiatie).

Wij concentreren de aandacht op een vast punt v van XCE met de
raakruimte T t.o.v, X.

dp dp, die de metriek bepnalt, 1s een kwadratische functie op T

en heet de eerste [undomenthalvorm in v € XU

ie

gn drn is ook een kwadratische functie op T en heet de tweede fun-

Cdamentaalvorm,

Is p(s) een kromme met booglengte ¢ in X dan is

)

[ e
ap ; . a7 p
._.,:7 =/,O b, de krommingsvector, - — I mquﬂ
da” ‘ ds”

= f cos(hoek b, en n) de normale kromming f% en

- E- S
| v’{<u =) - s } - V} .ﬁ “QF de geodetische kromming
, ds*© ds“ . 0

van de kromme in X,

Voor eon kKromme op GQNvgq}*k~ﬂ( lvariét

+ Cohe D alee et
‘ :ﬁﬁ X s f (algemener)
de lengte van de orthogonale component van i»% op de euclidische
4 ds”

-deelruimte van T die docr het betreffende pumt van £ gaat en

fdﬂar dezelfde contravariante raoakruimte heeft, Voor m=1 is steeds

:
!
°

ﬂ%.JJ volgt dat de normole kromming

e f
__la
ct

]
d p dp dn
_—

SV o= - r =
. ds [ ap Eh_
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\ . ; . : s
ultsluitend door de raskvector %B rceds 1is bepaald,

3

De eigenwaarden van dp dn t.o.v, dp dp heten de hoofdkrommingen

Hi i=1,...0-1 van X CE; de eigenvectoren geven de hoofdrichtingen.

Kiest men als coordinaten in T de vectoren in T die een cobasis
vormen van N-1 eenheidscigenvectoren in T, zeg w i=1,...N=-1,

dan is — . 2
* 2. kiwi”

'Pn::w - &H&

vergelljking van Euler.,

Stelling 4. {j Fenchel: Voor cen gesloten Co-kromme p(s) io Bl ig
¢ 'P 8227 @j 1 5 = 27 houdt in dot de kromme vlak en convex
is. Fary-Milnor: ﬁ |pl ds < B houdt in dat de kromme in 57 een
triviale knoop is (men zegt: "geen knoop heeft").

(Veralgemeend door Chern-Loshof, Am. Journal of Math,LXXIX 306-310
(1957) .

Bewijg: De loodrechte contravariante ecnheldsvectoren in de punten

. ~7 : o =3
van p(s) vormen cen ¢ ~2-varidteit (abstract; ligt nict in B7) N,

s

die een Cq—E-torus is met C‘~coordinaten 5 oen A waarbij A, een
hockmant voor elke keuzoe g=constant zij.

De zenheidovectoren € 1 worden nu in E° nllc evenwljdig ver-
plaatost naar het punt O in de euclidische vectorruimte Ej en de
heelden worden op natuurlijke wijze voorgesteld door punten van de

-

A

- . 2 - oA A
P?-sfeer S met vergelijking p =1, Zo ontstoat de C -afbeelding
h ¢t Ne—>» S ,
Zijn u,v lokale coordinnten op S, dan is de oppervlakte van wen
open stuk G in S cen integranl van do soort
%

d/hx(u,v) du Adv]

G
I5 H cen open deel van N dan beslaat [(H) con stuk oppervlak van 3
meligk aan (meervoudige bedekking ook meervoudig gerckond)

Jr}a’(s,{,)dsA(iXJ

H
indicn f (5,X ) gudcliniverd ip door du cis dnt j/(n,"x Ydg A A X
het beeld van o (u,v)du a ¢ » }
Yoor cen atuk cirkelboog Sy U<, op v(s), LyurhpLJLt h(bq(ﬁ)) Cen
stuk grote cirkel op S met lunsg Lp{(¢ - %ﬁ cn dus is

v ois ondor de afboo ldd



g (ss dasnax] = £ . rwanpe / “:u,.w

2T

In dit goval is 1{;))J'@3,X_)u /ﬁ

Maar dan goldt het 2lgeieen want linkor on reehtorlid zijn bepaald

E dp d“h i ‘ .
door p, T5 &n -w en o door ¢lk nunt van p(S) kan men cen cirkel ol

>J

rechte bepalen dic dit met p(s) gemcen heeft,

Wij concludercn dat h(W) op S cen oppervlakte

4 )jﬂ ds
beslaat,

Begchouwen wi) thans cen willokeurly punt g op S. De functie
op G Kromme p(s) dic de afstond is van het punt p(s) tot ¢en viak
dat loodrecht staat op o oo de kromme nict snijdt is con Camfunc—

tic z(s) dic minstens ¢€n maximum e minstens CEn minimum hecft.
In de¢ hijbehorende puntin op de kromme heeft g de richting van cen
normaal, Elk punt g op S wordt dus door h(N) minstens twecmaol be-

dekt en

1

S

/L¢)jﬂ ds > 2.k
55 }Pa ds = 27T,

Liggen de dric vectoren h(bq(s\)), h(bq(um)) en h(b (s 7))) nict op
cen grote cirkel op 9 on zou men in ¢lk van de 8 open delen waarin
8 verdeeld wordt door de grote cirkels loodrecht op dic vectoren,
cen omgeving kiczen on asnncemen dat geen van deze meer dan Jdn
keer door h(M) bedckt zou worden, dan kreeg men een contradictie

uit continuitvitsoverwegingen, In het genoemde geval is dus

é”ﬁds>2ﬁ

@ lpfds = 27 kan dus alleen voorkomen indicn de kromme vlak is.
Tn dit geval kilczen we in het vlak van de kromme twee loodrechte

cenheidsvectoren ¢, oD ¢. en stellen

= CO %’.eq + Sinjﬁ SR
Dan is p =

odp
en ¢ pds = ds 'é dP= 21 of
) v /J ds ° .?
We klezen d, rlbntatlb van e, o €, achterafl nog zo
“.

@Pds==2T.

ad

3

<

’11 {8
it
no

o

at
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ds

193]

97 EOR
-6

Nu is SDUJ[ ds = (j})g.z.”{ ds = :ng:gS

dan en slechts dan, indien in e¢lk punt van de¢ kromme

) | 39 e 20
laﬁl - Eg dus 75 = ©

hetgeen convexitelt inhoudt.

._’,’_‘; ¢

Is ¢)Ud<ﬂs<lmr, dan bestaat cen vector g€ 35 met cen omgeving
van q in S, waarvan clk punt door h(ll) minder dan 4 kecr getroffcn
wordt. Nocm q vertikaal en do ecrder genoemde functle z hoogte. De
hoogte heeft &én (reloticf)maximun zeg in p(sg) en &én (relaticfl)
minimum zog in p(nq), O*:sz-sq<:omtrck. De volgende homeomorfe af-
beelding van B op zich beeldt de gogeven kromme op cen gesloten
vlakke kromme of, D¢ cxistentic van dic afbeelding is per defini-
ti¢ het triviaal zign van de knoop,

Het homeomorfisme:
voor z=2z p(s,) de identilteit;

(
voor z p(sq)<:z =z p(s)<z p(s,), 5,<8< 8,

de beweging in dit viek dic het midden van de koorde in dit vlak
vertikaal onder p(sq) brengt, en de richting van de koorde vanult

. . . dp o
p(s) begilnnend, gelligk maakt aan de richting van H@ in p(s~);

5

Voor z = z p<81> continu 2ansluitend bij het vorige;

VOOor Z < 2 p(gq) dezelfde beweging o2ls in z = z p(sq).

Wij peven het bewljs voor geval ﬁ O de = 4 nict.
o ” & J /‘
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.Correctie., p.1% regel 14-9 v,o. moet zijn:

Is de kromme niet vlak dan is max z >min z, hoe de cenheids-
vector q ook gekozen is, Wij kiczen q=b3(so), waarbij s_ een
punt zij met torsiec ongelijk nul, Stel max z en min z worden
respectievelljk bereikt voor s»s,l €n 8=S,. Er zijn dan dis-
juncte omgevingen I(s ) ¢n I(s 2) op de kromme met langs de
kromme gemeten afstand r>0, cn cen omgeving U(g) van q op
S, 26 dat h {N N [s eI(sq)]} zowel als h {N n[s eI(sE)]}
elk punt van U(q) minstens d¢énmaal dekken. Voor voldoend
kleine positieve k_<%-r zijn h b (o ~{), h bq(so) en

h bﬂ(so+k) niet lincair “fh?nk@lldk, en dus vormen de drie
grote clrkels van § loodrecht op deze richtingen onder meer
een klein boldrichoekje, dat voor kK —0 het punt q = bB(SO)
tot limiet heeft ¢n dus voor k voldoende klein bevat is in
U(q) = U(b (sy)). Dit open driehoekje wordt door

h{Nn[s, ~-k..s <8 +k]J rceds twee keer bedekt en aangezien
8,-K &8 ¢85 +k geen punten gemeen heeft met I(s 1), &n tevens
met I(sz) omdat k <% r, wordt dit driehoekje in totaal min-
stens drie keer bedekt door h(N)., Dan beslaat h(N) op S een
oppervlakte >8w en

9§[ﬁ}ds > 27t .
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5. De existentie van een Cm—Riemannse metriek op een C“-varié~
teit « 21, ‘

Stelling: Op een C -n-varibtblt bestaat voor 4 ¢ K ¢ao een (%

Riemannse metriek.

[N.B. Volgens C.B. Morrey Jr bestaat ook op een compacte Cw~n-
variéteit een CQLRiemannse metriek, maar zijn bewijs 1s nog
niet in detail gepubliceerd. (Notices Am.Math.Soc.5 no 1 febru-

ari 1958, p.73) ] .
We zullen drie wezenlijk verschillende bewijzen van de stel-

ling geven.,
Ecrste bewijs (Bochner S, (2))
In de topologie wordt bewezon dat bij X,cen ¢*.n-varisteit

(% 31) volgens onze definitie, cen stelsel (open) ¢%-codrdi-
natenstelsels (U, ; Kgqoees X r) met begrensde beelden in RV
en open omgevingen V met YﬁuU begtaan B € I, z6 dat X de

f 3

vereniging van alle Yé is, en zd dat e¢lk punt in X een omge-

ving heeft dic hoogstens eindig vele der QG ontmoet.

Wij beschouwen een B el en het homeomorfe beeld van qe
en Yé in R”. Stcl de afstand von het becld van de rand van
qﬁ tot het beeld van de¢ rand van Yﬂ is r., Kies een yerdc—
1ing van R in hyperkubi met zijden gelijk aan P/(S\/E). Bij

zo een kubus
Pj<Xy3<qy =D+ P/B‘V; i=1,...50

N 0o .
beschouwen we de C  ~functie op R"

(5.1) IZT X3Py ) . flag-xy)
met [ gedefinieerd als op pagina 1.

De som van alle aldus verkregen ¢ -functies bij al die
hyperkubi welke met hun rand geheel bevat zijn in het beeIgw
van Uﬂ in Rn, geeflt een Cng-functie op R™ ¢n door mi&del van
het coordinatenstelscl cen C%-functie op U/3 . Deze kan ¢% -
voortgezet worden over de¢ gehele ruimte K; namelijk door de |
functicwaarde c¢lders nul te kiezen. Zo ontstaat de functie
%é die positief 1is op Yﬁ en niet-ncgatiel op X,

Het product varifé met de kwadratische vorm E: 2
op U en met de kwadratische vormQ elders, is een globalc

A
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(op X) overal niet-negaticve kwadratische vorm, die we kort
voorstellen door

n .. 2
Vs o 2aaa(8%gy) Ve €F

¢n die positief definict is op Yﬁ'

Een ¢ -metriek op X wordt nu gegeven door
2 { , n 2

(Opm.: Het symbool x iis gebruikt voor (a) het i-dc getal
in cen rij getallen in Rn,(b) cen lokale functie op X n.l.

in de omgeving qﬁ ).

-8 .
N.B. De C -functies X = ¥

A ’
Zper s

op X die niet-negaticf zijn, hebben de volgende elgenschappen

= i M 'T =
X/B 0 buiten U_ ; xﬁ:»o:mvﬂ)wﬁ)éﬁ 1.

Het stelsel functiles heet een c ™ -partitic van de functie 1

op X.

Tweede Bewigs, Whitney H. (Geometric integration theory,

Princeton 1957). Wij geven dit bewijs allcen voor compacte X.
Een bewijs is geleverd indien we cen €7 -inbedding £ van

o

de gegeven C7 -n-varifteit in enige euclidische ruimte kunnen

aangeven, Want dan neme men het duale beeld van de euclidische
27
zijn als boven met B =1,...V¥
( v e¢indig wegens de compactheid van X). Een C% -inbedding

o
metriek ds°=r "o (ds.)°
Stel &ﬁ 5 Uﬁ 5 Vﬁ 5 :aai
functics in p € X:

wordt gegeven door de v (n+1)

5.3 f V) = . - X
pat £ C% is, is duidelijk.
De punten van f(vﬁ ) worden C% -afgebeeld op V, door
Xi = fi/B /fO/S

waarult volgt dat £ lokaal een inverse heeft en een immersie
is.
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o 3( - i X .
Stvlw/ﬂ 1p}Xﬂ(p)#O}.Nu1sVﬂc‘y,cUﬂ f
Zijn p,qelis afp, dan 1is fiﬁ (p) Lo s (p)¥fi/, o
dus f(p)#f(qa).
Is pelig , q§w/3 , dan is fop(p);ZO:foﬁ (q), dus f(p)#4f(a).
Dan is de immersie topologisch, dus een inbedding.,

(a)/t, ,(a),

Derde bewijs. Steenrod N. The topology of fibre bundles,
Princeton 1951,
Beschouw een C“-triangulatic K van de C%-n-varisteit X

met simplices in coordinaten-omgevingen. Stel een Riemannse
metriek is reeds gegeven op U(KY), een omgeving van het r-
dimensionale skelet (dat bestant uit allc simplices van di-
mensic ¢r). Wij moeten (nodig en voldoende) laten zien dat

cr onder die omstandigheden steeds geen hindernis is tegen de

constructic van ecen Cuimetriek op cen omgeving U(KP+1) van
Kp+q. De constructie verloopt simplex-gewijs.,
Voor r=-1 kiczen we disguncte coordinaten omgevingen van
de punten in KO én nemen dharop C&-m@tricken naar willekeur.
Voor r > -1 beschouwcn we ¢cn voorstelling van cen "op te
vullen" r+1-dimensionaal simplex als simplex met zwaartepunt O
In een euclidische vectorruimte en met op de rand vectoren dic
we door r voorstellen. tr doorloopt voor O <t ¢€1 het gehele
teecld van het simplex, Wij kiczen O <t ety < zd dat in het
simplex de metrick gedefiniferd is in alle punten tr mct

tos t g1, Voor t,«<t <1 blijft hij ongewijzigd.

/‘
t
stel y(t) = [ flt-t_).(t. -t)dt
o 0 1
— , 1 nls op pog.i.
S/ r(t-t,).0(t,-t)dt
-0
J
R R 71 :
t): ! |
y () a |
o o4 _W+A/“ N S
© o H 1

Stel 6512 is de reeds bekende metrick voor to ¢t g1, en O voor
0 st <to.

]
Stel dsg“ is een willckeurig te kiczen metriek voor O¢t ¢1.
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Dan is
. 5 ,
ds™ = y(t) . ds,° + {’s - y{t)} . ds,
een C -mutriek op het gehele simplex die voor t <t &1 iden-

tiek 1s met die in het vorige stadium,

6. Differentiaalvormen en de totale krommin 1z op een oppervlak,

Op pag.8 definieerden we de r-differentiaalvormen en het
ult-product van 1-vormen op eem‘ﬁa -m-varidtelt X,
Lemma. Zijn XpseeeX o N yq,...ymAlm@ale coordinaten voor een
omgeving van X, en is w= 2 a 1ﬂx = Z:t dy i eern 1-vorm met co#f-
flci&nten in R of in een reéle veﬂtﬁrrulmtm, dan is

E:daiz\dxi = E:de ndy .

Deze 2-vorm (die van de keuze der coBrdinaten onafhankelijk is)
heet de ult-afgeleide van w , en wordt aangeduid met dw.

Bewiljs:
oy . oy
2 da,Adx, =¥ d( (b, 5}% Adx; = 3 db ,\._.i dxy = L db Ady ,
oy ' ,
aangezien E; g §§§ A dx, = 5?& §§z%§; dx, Adxy = O .,

Opmerking:

oa, 2a. opa
( Zaidxi) = 1: 5% Ax AdKs= 4 & (‘*fx""‘i - ax)dxi"dxg'

Lemma (bekend) dew =0 dan en alleen dan wanneer {locaal) een
functie f bestaat, zd dat w =df, Er geldt dus identiek

d(df) = 0 d = uit-afgeleide.

Stelling van Stokes (bekend)., Is w een ‘1-vorm op een georién-
(5] o)
teerde C“-2-variBteit W met stukgewljs C“-rand ©W, dan is

/ dw
W

J
oW
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De krommingsvorm £l , verkregen op intrinsieke wijze,

X zij nu een georiénteerd C°°‘oppervlak met Riemannse
metriek dsz. Wij beschouwen de driedimensionale ruimte V van
paren onderling loodrechte contravariante eenheidsvectoren
€580, met de elgenschap dat in elk punt p van X de volgorde
e,],e2 past bij de ori&ntatie aldaar. Dat wil zeggen dat lo-

cale coordinaten x s X0 bestaan met de gegeven oriéntatie en
1 voor i=]

met dxi(ej) = J&j = 0 voor i3

Als locale coBrdinaten in V kan men nemen: twee coBrdi-
naten X, 5%y Om D oaan te duiden, alsmede een hoek ¢ (modulo
2w bepasld) bijvoorbeeld de hoek die de vector e, maakt met

81 de raakvector in p met

O

o)
dxg(eq) = 0 en dx eq) >0 .

4
De C°°—afbeelding p:V-—>X van elk tweebeen op zljn oorsprong
heet projectie. De tweebenen met eenzelfde projectle vormen
een vezel van de zgn, vezelruimte V met basis X.

De differentialen in V zijn alle van de gedaante

8%, + A50%, +/33dcp .

Wij defini&ren nu een 1-differentizalvorm in V namelijk door
dit te doen voor elk punt (p,eq,eg)e'v. Bij zo een punt be-
schouwen we de projectle pé X en de vectoren e,z,e2 aldaar. In

X bestaat één covariante vector <ﬂ1 met de waarden

w’](e’i) = 1 w’}(eﬁ_’) = 0,

Het duale beeld in V van deze covarlante vector cu1 in X, is

de gewenste covariante vector in V, die we ook aanduiden met
ulﬁ. De verzameling van al dergelijke vormen de 1-differentiaal-
vorm w, op v, dieguitsluitend en geheel bepaald 1s door de
gegeven metriek ds” in X.

Op analoge wijze wordt w, op V bepaald, zd dat op X

wyley) =0 wolep) = 1.

j) = Jij’ en stellen we de duale
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beelden onder projectie van 2% en ze!door dezelfde symbo-
len voor, dan is in V:

W, = cos ¢ . & + sin ¢ .cgg
(6.1) ’ o 5 °

wy = -sin ¢, cuq +cos ¢ . g
Merk op dat w, A @, = &31/\&32 .
Omdat cgq en <82 1-vormen op X zijn, geldt hetzelfde voor de
2-vormen dcgq en d(%? en we mogen stellen

d<%q =7\<31/\552 , d<32 = C%ql\(gg

en in deze uitdrukkingen komt ¢ of d¢ niet voor.
Nu geldt

O o ©
dw1=dCOS gﬂ/\w,"’}'dSin‘;ﬂ/\(?)r).i_COS@'kwq/\we_i_
. o) o
+ sin ¢ v/‘“%1A‘“2
o} Q e} o
= d¢ A(-gin ?"”q+cos q.uJ?)+ccs P @ A
i 3 A(AQ)
+u1ﬁ(p_/uw1 5

. o] Q O o]
dw, = (-sin ¢.w, + cos w.cvg)/\(udg’jpoaJE-)cuq)

en analoog voor dw Samengevat;

2.
= A L2 - A )
(6.2) AWy =@t @y, ey =@t @y
. 0
- 12 == We‘,} = «-d(p —-/(LBE __}\ (/J/‘

De differentiasalvorm wﬂg is hierdoor in V eenduldig bepaald,
zoals men eenvoudig kan bewil jzen. cdqq 1s dus ook geheel bhe-
~y .

paald door de gegeven metrick ds“, en hetzelfde geldt voor

d UJ,}E = ﬂ
(o] O
= d(_/cwg .-‘Awﬂ) .

In deze laatste ultdrukking en 2-vorm komt ¢ niet voor, en
deze 2-vorm is dus een 2-vorm op X. Het is een veelvoud van
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Wy N Py = c81A 32), het "oppervlakte-element',

(6.3) aw,, ={l= - w, A, 2-vorm op X

£) heet de krommingsvorm op X. De re8le functie X op X is een
invariant van de metriek. Het is de totale kromming van Gauss,

zoals we in de volgende paragraaf zullen zien,

De krommingsvorm £1L voor geval X ingebed is in EB.

Wij beschouwen de ruimte D der georiénteerde driebenen
(p,eq,ee,eB) in een euclidische driedimensionale ruimte.

3

De differentizalvormen met vectoren als waardengebied,

p,e,l,e2 en ¢, zijn vectoren 1in een euclidische vectorruimte.

de, en de., kunnen in vectorcomponenten ontbonden wor-

dp,de,,de, 3

den,
(Einstein sommatie-conventie
A,B =1,2 en 3).

= - (AJ
dp e, deA AB ©B

w, en w zijn re&le differentiaalvormen op D.

I

= ; M & = <
d(dp) =w,de, + dw, e, ; dew, =wyArc

d(dGA)a -@, g deg + dw

BA

o
(6.4) {
o]

Wij beperken nu p tot p €X en voorts tot driecbenen waarvan

. - A
aB-Cp 5 9@ ,p= Y “op

i

€580 raakvectoren aan X zljin met de bl] X passende oriéntatie;
e3=n, Op deze wijze wordt de in de vorige paragraaf genoemde
vezelruimte V in D ingebed, terwi]jl <oq,c»2 en dus wegens

(6.4) ook @, de aldaar genoemde betekenis krijgen bij be-

perking tot V. Dus is

(6.5) ﬂ:-—){ wq/\wzzdwﬂ:w /\w"‘gz_w Awﬂ)

Kies nu in een punt van X, €, en e, in de hoofdrichtingen van
X CEJ. Dan is (zie psg.43)
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dn = de, = w_ e 4+ w

dp = wWooe o+ w. e

2 2
%ﬁ—%p* 34 1732 W Mg ey AR
dp dp o = 75 .

(6.6) K= K, X,

De vorm f0 is het duale beeld van het oppervlakte-ele-

ment op de eenheldssfeer onder de afbeelding p-—s e, van
]

3 2 . ‘ -
X CE- op 87. Men kan dit met behulp van het ultproduct van

de vectoren in E$ gecomblneerd met het ultproduct der differen

tlalen uitdrukken door (n=e,):

dn A dn = X dp A dp

of ultgeschreven

Het kan ook geschreven worden determinant waarbi |

=
i)
. o
D
=

i

de vermenigvuldiging der differentinslen ook weer uitvermenig-
vuldiging 1s:

-4l= det(dn,dn,n) = M det(dp,dp,n) = K w, A w
)

Voor een oriénteerbaar gesloten oppervlak X is jﬁfl (nlet

) . R O e

j’}f}}i) gelijk aan een geheel zantal keren het®oppervlak van
- - 1 It g o e e s /- -

S, dus een geheel aantal keren 4T, Dit aantal is 3 ¥ met X

karakteristiek getal van Euler Polncaré, zoals wij nog zul-
len zien,
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7. De stelling van Gauss-Bornet-Euler-FPoincard

Wij beschouwen het oriénteerbarc gesloten oppervlak X met mee
triek ds “. WiJ kilezen zen veld

1 var eenheidsvectoren, op X,
hoogstens ultgezonderd een eindig 2antal punten (singulari-
telten van het vnld), doch elders met componenten die ¢ -

functies der locale coordinaten zi

ke

.Jn. Bovendien nemen we aan
dat wanneer, in locale coordinaten, (x,y)=(0,) een singulari-
teit heeft, cn het veld in de buurt daarvan is gegeven door

¢(x,y), dat dan lim ¢ (t cos y , t sin vy ) = ¢(¥) een dif-
t—0
ferentieerbare functie van y is, De singulariteiten zijn dus

nlet al te lelijk., Wij vatten de eenheidsvectoren van het
veld op als eerste benen van tweebenen, welke tweebenen een
oppervlak MCV leveren met een rand &M, die geheel bevat is
in de vezels boven de singulariteiten in X. Nu geldt op elk
stuk van de rand w,= a%mo, dus

(-
Toepassingen van de stelling van Stokes geeft:

f K w, @ :Jﬂl::/k}n~/ dmkgxwf 78 J— d¢

. ! P v c . .
X ~ Ul M oM oM

I, 1s een geheel getal de index van de singulariteit die aan-
w3

geduld wordt me

t
Stelling van Gauss-Bonnet-Euler-Poincaré:

(7.1) 3 %JQ:Z I =X
|z

| S

Het karakteristieke getal van Euler-Poincaré X is onafhanke-

11gke van de (geschikte) keuze van de singulariteiten van het
vectorveld wegens het linkerlid van (7.1).
4X is ook onafhankelljk van de metriek .

. [
Bewljs: Kles een vectorveld en twee metrieken ds® en d5° op
het oppervliak V. Dan is ook

e W i O e G e R e s e cve was @ G o

X is zelfs een topologische invariant.



(1- A)ds® + A (dF)° 0 ¢ N ¢4

een metriek op V.,
Substitutie van deze metrick 1n (7.1) levert in het linkerlid
een continue functie van X dus ook in het rechterlid een con-
tinue functie van A die echter slechts gehele waarder kan
aannemen, Dan 1s hij gonstant en het gestelde volgt,

Een voorbeeld van een vectorveld krijgt men door bij
een triangulatie in elk simplex een vectorveld te kiezen als
in de figuur, Bij zo'n vectorveld leveren de hoekpunten de
{middens van de) zijden en de (zwaartepunten) van de driehoe-
ken in ZZIS bijdragen gelljk aan -1, +1 en -1 respectieve-

1ik, zd6 dat

X=ZI_ =-H+2Z =D
Pal

wanneer H, Z en D de aantallen hoekpunten, zijden en driehoe-
ken van de triangulatie voorstellen, Men denke

aan de stelling van Euler uilt de stereometrie., Voor bol en
torus is X = -2 en O respectievelijk, netgeen men op grond
van net bovenstaande op vele manieren kan bewijzen, (Op de
torus bestaat een singulariteltenvrij veetorveld dus Y =0;

op de torus bestaat een euclidische metriek (X =Q) dus X = 0;
op de bol kileze men de gewone eenheidsbolmetriek #:ffl ®
[-1.ds =-bm, dus: X = -2; op de bel kieze men N. en Z,ppol
en het veld van eenheldsveetoren gerieht naar het Zuiden in

elk punt, Daarmee blijkt X = -1-1=-2),

A
)
e

Een éénparameterig (parameter=tijd) stel bewegingen van

Toepassingen,

1) H.Hopf, Lectures on differential geometry in the large.
Mimeographed notes. Stanford Universlty 1956,
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een oppervlak met dsg, in zich, bepaalt een snelheidsvector-
veld, dat slechts geIsoleerde singulariteiten heeft (snelheid 0)
Zo een singulariteit 1s een stationnair punt en daarom bestaat
het vectorveld in de buurt van een singulariteit (op zeker mo-
ment to) ult raakvectoren aan concentrische cirkels. Zulke sin-
gularitelten leveren een Dbijdrage I=-1. Daarult volgt de

Stelling: Op een ori&nteerbaar gesloten opperviak X met Euler-
Poincaré karakteristiek X, en metriek d52 hoe ook gekozen, 1is
éénparameterige beweging onmogelijk voor geval X > 0, Voor ge-
val A =0 (torus) is beweging soms mogelijk, maar er is geen
enkel momentaan invariant punt. Voor geval X =-2(bol)is bewe-
sing soms mogelljk maar dan heeft dic beweging twee momentaan

invariante punten,

Men kan hieruit ook nog aflelden: Op een niet-ori&nteerbaar op-
pervliak met ds? is één parameterige beweging hoogstens mogelijk
indien het een projectief vlak is; en in geval er een beweging

is, heeft die één momentaan invariant punt,

Analoge stellingen gelden voor conforme afbeeldingen (i.p.v.
bewegingen) van X op zich.

(B1j een (compact) Riemanns oppervlak X van een complexe alge-
brafsche functie bestant een invariant gedeliniBerde Riemannse
metriek met constante kromming gelijk anan 1 indien X een S2 is,
gelijk aan O indien ¥ een torus is, gelijk aan -1 in de andere
gevallen. In die andere gevallen 1s geen infinitesimale bewe-

ging van het gevonden oppervlak X met metriek mogelijk.)

7. Isometrisch inbedden in euclidische ruimten,

Een 35 -inbedding f van een (% -n-vari&teit %" met Riemannse

n+N 2 heet

met metriek dsE

metrielk d;v in eer ecuclidische ruimte I
isomﬁtriLCf respectievell jk kort indien

¥, 2 2 8 2
£ (dsg) = ds; resp. f (dsf)fsoox .
De laatste ongelijkheid betekent dat dsi - f*(dsé) niet-negatief

is.
De volgende vraag ligt nu voor de hand: Bestaat bi] een

gegeven x" (inclusief ds ) ecn euclidische ruimte En+N en een
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; . e HT4+N
isometrische inbedding  : X" -5 g . Wat 18 de uleinste waarpr-

de van N waarvoor zo een inbedding bestaat?

Er zljn verschlllende redenen waarom een isometrische

inbedding onmogelijk kan zijn,

a) In de eerste plaasts kan een inbedding op grond van topolo-
gische eigenschappen (dus onafhankelijk van de metriek) onmo-
gelljk zijn voor geval N<n. Zo kan het re&le projectieve vlak
niet in E3 worden ingebed

b) In de tweede plaats kan een inbedding weliswazr topologisch
mogelljk zijn, doech het kan zijn dat de Sq-st?mctuur zich te-
gen Cﬂ—inbedding verzet {onafhankelijk van de metriek), J. Mil-
nor heeft n.l, op &7 een ¢ -structuur geconstrueerd die geen
Cq—inbedding in 38 toelaat. Ann,of Math.04 (1956), p.399-405.
¢) In de derde plaats kan een isometrische Sj—inbedding onmo -
gelijk zijn voor geval N< n-1 op grond van locale isometrische
elgenschappen, Voor n=2 is dit duldelijk. Een omgeving van de
hyperbollsche n=-dimensionale ruimte kan bljvoorbeeld niet iso-
metriseh 2° in EUTC worden ingebed,

. . ) SO
0} In de vierde plasts bestasan ruimten X met de elgenschap
NN

¢!

dat weliswaar X', 0° ingebed kan worden in en ook met de

elgenschap dat elk punt van X wel een omgeving heeft die iso-

3 n+N

metrisc. O in B kan worden afgebeeld, doeh zo dat geen
globale isometrische inbedding bestaat, Voorbeeld: de loceal-
euclidilsche tozx; T met cotirdinaten ¢ en yﬁ{modulo 21t ) en me-

] y P &
<. L PN { b J -3y 2
triek ds =d v %ﬂiq kan nlet C--lsometrisch in E- worden in-

"\

gebed (T ﬂmmkiﬂ ,0.). Immers stel er was zo een inbedding
£f 7T E’. Is P een vast punt 1n Ej en « een punt variabel

in £{T) dan bereikt de afstand PQ een maximum, Stel dit maxie
mum wordt bereikt in R, Docor op de bol met middelpunt P en
gtraal PR te letten ziet men direct dat £(T) in het punt R
hoofdkrommingen met hetrelfde teken en ongelijk nul heeft, zo-
dat de totale kromming van £{T) in R positlef 1s. Volgens het

gegeven 1s hij nul, een tegenspraak,

Het begrip lsometrische inbedding heeft ook nog zin, 1in-
dien sprake 1s van inbeddingen van de differentiferbaarheids-
klasse 1., Daarbl] kurnen essentieel nieuwe mogelijkheden op=-
treden, omdat alle krommingselgenschappen verloren gaan, Zo

gelden de onder ¢) en d) gencemde bezwarer niet voor ¢ -inbed-
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dingen. Hierop is het eerst de aandacht gevestigd door

J. Nash,

Nash beschouwde ook C2- en 01~inbeddingen en gaf diverse
opmerkelijke existentie-stellingen. Verdergaande stellingen
betreffende C/l
Wij vermelden tenslotte enige van deze.

-inbeddingen werden door de spreker gevonden.

Stellingen:

I Een Riemannse X die kort in EIHAN“V1 ingebed kan worden,
1 n+N+1

kan ook C ~isometrisch 1in E worden i1ngebed, N30,

(Nash: N >0, Kuiper: N=0),

: n 1 n+N+1
II Een compacte Riemannse X die ¢ 1in E ingebed kan
BN orden ingebed. (Idem)

worden, kan ook Cq—isometrisch in E

1 1

< ovs . . n
Gevolg: Een euclidische n-torus kan C isometrisch in E +

worden 1ngebed. Het hyperbolische vlak kan Cq-isometrisch

worden ingebed in Ej.(Kuiper; niet C4-isometrisch volgens
Hilbert).

I1I Een niet-compacte Riemannse " die C/l in En+N

ingebed kan kort en 01 dus isometrisch in EWFN‘V1

kan worden

worden inge-

bed. (Kuiper)
IV De verhoging der dimensie in stelling III kan niet gemilst

worden, (Idem)

Het elliptische vlak minus één punt kan C/1 in E3 worden inge-
bed, maar niet Cq~kort, laat staan Cq~isometrisoh.

Opmerking. Een gewone 2-sfeer met straal R kan Cq—isometrisch
worden ingebed 1in een omgeving hoe kleln ook gekozen, van een
punt in een eucllidische driedimensionale ruimte, Oock de star-
heid van het boloppervlak is dus gebonden aan hogere klasse

van differenti&erbaarheid dan Cq.

V Een oriEnteerbaar oppervliak met Rlemannse metriek, dat dif-

feomorf 1s met een compact oppervlak minus eindig veel punten,

kan ¢ ' -isometrisch in o worden ingebed, (Idem)

Een ruimte met Riemannse metriek heet metrisch compleet,
indien voor elk punt P en elk getal X de verzameling van pun-
ten © met afstand (P,Q) &« A, een compacte verzameling 1is. Men
kan zlich nu nog de vraag stellen of een gegeven complete x"
met metrilek, afgesloten~in-En+N kan worden ingebed, Een voor-



0

W

beeld

indern

y
&

komelijke h

@
T

=
&=
==
e

n Moebiusband, die d

£2
@
(9]
s
o
=z

¢
H

kort ¢

wel

tie

fica

ildentl

!

o

Yoy =Z

w7
P

”
3

{X:yg?—)m’(“

L

4
4

rie

;

-isomet

G,

4
ot

r

e
L

Laome

-

‘e

B
=
[§

s

P

m

1Y
ks

b




